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Resumen

En el articulo se pretende realizar un modelo matematico de la infeccion y la mortalidad causadas por el virus COVID-19 en México, el caso
de estudio es la ciudad de México (CDMX) durante los primeros meses en los que fue aumentando la pandemia en nuestro pais, que fueron lo
meses de Mayo — Noviembre 2020, a través de un modelo simple representado por un sistema de ecuaciones , ordinarias (EDOs), al cual se le da
solucion mediante los algoritmos numéricos de Euler, Heun (Euler mejorado) y Runge-Kutta que son implementados en el lenguaje de programacion
Python. Se analizan las infecciones y las muertes pronosticadas por el modelo y se comparan con los datos oficiales para la validez de éste.
Adicionalmente, se hace un analisis cualitativo de la eficiencia y exactitud de los algoritmos al resolver las ecuaciones planteadas en el modelo.

Palabras Clave — Algoritmo, modelo matematico, infeccién, mortalidad, programacién Python, Covid-19, solucién numérica de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinaria.

Abstract

The article intends to carry out a mathematical model of the infection and mortality caused by the COVID-19 virus in Mexico,
the case study is Mexico City (CDMX) during the first months in which the pandemic increased in our country. country, which were
the months of May - November 2020, through a simple model represented by a system of ordinary equations (ODES), which is solved
by the numerical algorithms of Euler, Heun (improved Euler) and Runge -Kutta that are implemented in the Python programming
language. The infections and deaths predicted by the model are analyzed and compared with the official data for its validity.
Additionally, a qualitative analysis of the efficiency and accuracy of the algorithms is made when solving the equations proposed in
the model.

Keywords — Algorithm, mathematical model, infection, mortality, Python programming, Covid-19, numerical solution of
ordinary differential equation systems.

nimero de muertos supera los 330 mil [3]; en el caso
particular de la CDMX, los nimeros superan los 1.7 millones
para el total de casos confirmados y existen mas de 43 mil

1. Introduccion

Desde se dio inicio la pandemia del virus SARS-CoV-2
(COVID-19) en Wuhan, China el diciembre de 2019 [1], en
mundo ha sufrido cambios profundos e irreversibles en parte
social, econdmico y principalmente en salud. En México,
desde que empez0 a finales de febrero de 2020 [2] a la fecha
(septiembre 2022), el total de casos confirmados en el
territorio nacional asciende ya a mas de 7 millones y el
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muertos, segun las cifras oficiales [4].

Si se han reducido los impactos negativos que el
virus ha causado, es necesario entender su comportamiento,
es decir, la evolucién de los contagios, la mortalidad causada
por éste, con el fin de introducir acciones o politicas de salud
en etapas clave del proceso de contagio. En este trabajo, se
intenta entender de forma elemental, la dindmica de la

S0¢9


https://revista.ccaitese.com/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es

Ayax-Saul, Martinez-Magafia et al. / Publicacién Semestral RICT Vol. 1 No. 2 (2023) 21-31 22

transmision del virus a través de un modelo matematico
determinista que se basa en la division de la poblacion en
varias categorias (compartimentos) que guardan una estrecha
relacion con las etapas del proceso de enfermedad cuando una
persona es infectada por el virus, desde que inicia, hasta que
la persona se mejora de él.

El modelo describe el cambio en la cantidad de individuos
por categoria a través del tiempo mediante un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias cuyos parametros de
entrada dependen de la naturaleza del virus (como la
transmisibilidad de éste) y los tiempos que duran las etapas de
la enfermedad.

introduccion concluye con el objetivo del trabajo o la
hipotesis. Adicionalmente, la introduccion se redacta en
tiempo presente.

2. Metodologia y Desarrollo

El estudio de la transmision de las enfermedades
infecciosas sobre una determinada poblacion surgié en 1662
con el trabajo de John Graunt [5]; sin embargo, no fue sino
hasta 1760 que Daniel Bernoulli cre6 el primer modelo
matematico que estudiaba los efectos sobre el virus de la
viruela [6]. Entre otras de las aportaciones fundacionales a la
epidemiologia, destacan el estudio de los patrones espacio-
temporales de la diseminacién del célera realizados por John
Snow en 1855 [7], y los trabajos de P.D. EN’ko de 1873 a
1894 [8] que contribuyeron a la epidemiologia moderna.

El modelado de las enfermedades infecciosas se
puede hacer a través de dos clases de modelos [9]:

Deterministas. Los pardmetros de entrada de las
ecuaciones estan fijos es decir no varian de forma aleatoria,
asi que las predicciones del modelo sobre las variables que
describe estan predeterminadas.

Estocésticos. Existen elementos probabilisticos que
afectan sus pardmetros, la tasa de cambio del nimero de
infectados varia de forma aleatoria respecto al tiempo.
Entonces los resultados arrojados por el modelo se encuentran
sobre un rango de valores y estos ocurren con cierto grado de
probabilidad.

Los modelos deterministas, son del tipo
compartimentado, la poblacién bajo estudio se divide en
varias categorias, los individuos transitan a través de estos
grupos de acuerdo con la etapa en que se encuentren de la
enfermedad causada por el agente infeccioso. Las tasas de
transferencia entre los compartimentos se expresan de forma
matematica coémo derivadas de los tamafios de los
compartimentos con respecto al tiempo; se supone que el
tiempo de estadia en los grupos estd exponencialmente

distribuido, el modelo da lugar a una serie de ecuaciones
diferenciales. Las bases del modelado mediante
compartimentos surgieron a través de los trabajos llevados a
cabo Ronald.A. Ross, W.H. Hamer, A.G. McKendrick, y
W.O. Kermack entre 1900 y 1935 [10, 11, 12].

Ronald Ross trabajo el model6 la transmision de la
malaria entre  humanos y mosquitos de forma
compartimentada por lo cual recibié el premio nobel de
medicina en 1902 [13], fue en este trabajo donde se introduce
por vez primera el concepto de nudmero béasico de
reproduccion (R_0), idea fundamental en epidemiologia. Una
de las suposiciones que simplifica el modelado por
compartimentos de la ley de accién de masas, establece que la
tasa de reaccion de una sustancia es proporcional al producto
de las concentraciones de los reactantes [9]. Este principio se
aplica en el modelado epidemiol6gico en donde el riesgo o
tasa de infeccién depende de la cantidad de personas
susceptibles e infecciosas de la poblacion; esta idea fue
propuesta por W.H. Hamer en 1906 [14].

Desde 1927 a 1933 se desarrollaron una serie de
articulos de investigacion en dénde se describe el modelo
b&sico del compartimentado de la transmisién de
enfermedades infecciosas en honor a sus autores, modelo
Kermack-McKendrick [10]. En él se incluyen la dependencia
del tiempo desde la infeccion y dos parametros: tasa de nuevas
infecciones y tasa de recuperacion. este se utilizara cémo base
para el desarrollo subsecuente modelos epidémicos
compartimentados.

Se encuentran Generalizaciones, ampliaciones del
modelo Kermack-McKendrick, su aplicacién para el estudio
de  transmisiones de  enfermedades infecciosas;
tradicionalmente se supone que el tiempo de permanencia de
los individuos en los compartimentos esta exponencialmente
distribuido, pero esto puede modificarse en favor de otros
modelos dénde el tiempo de estadia sea arbitrario en un
compartimento dado [5]. En algunas aplicaciones concretas de
modelos se encuentran el estudio de enfermedades cémo el
SARS, la influenza HIN1 y el ébola [15, 16]; por su
trascendencia tedrica la reformulacién del modelo realizado
por Diekmann, Heesterbeek y Metz [17].

Para el caso particular del virus COVID-19, se han
aplicado modelos compartimentados para el estudio de la
transmision del virus en distintas poblaciones a través del
mundo [18], y en particular para la poblacién mexicana [19].

Una vez que se infecta cdmo el virus causante del
COVID-19 en un individuo, éste atraviesa distintas etapas que
son indispensables de identificar para entender, el modelado
de los contagios. En la Figura 1 se muestran
esquematicamente los siguientes periodos,Pre-infeccioso o
latente. Tiempo que transcurre desde que el individuo es
infectado hasta que el mismo puede transmitir el agente
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infeccioso a otro individuo. Incubacion. Tiempo desde la
infeccion hasta que el individuo desarrolla sintomas.

Infeccioso. Tiempo desde el fin del periodo latente
hasta que el individuo deja de ser infeccioso o contagioso.

Periodo de incubacién Sintomas clniccs

v

v
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Periodo infeccioso

W

i
Periodo latente o pre-infeccioso |

T 14

Infeccion

Fig. 1. Periodos de infeccion

Las personas afectadas desarrollan diversas
respuestas inmunoldgicas ante éste, las cuales dependen tanto
del individuo cdmo el microorganismo que lo infecta, pero en
general se pueden distinguir tres resultados ante la infeccién:
inmunidad permanente (por ejemplo sarampidn, rubéola);
inmunidad parcial, donde las personas se recuperan de la
infeccidon pero son susceptibles de contraerla nuevamente
pero en general con menor probabilidad ( malaria) e
inmunidad nula, donde las personas no desarrollan inmunidad
alguna y permanecen infectadas o infecciosas por todas sus
vidas ( SIDA).

Para describir la frecuencia de las infecciones dentro de
una poblacién determinada, se pueden recurrir a los conceptos
de incidencia y prevalencia. La primera de ellas se define
cémo la tasa de casos por unidad de tiempo entre cierta
cantidad de individuos susceptibles o en riesgo de infectarse,
y la segunda cdmo la cantidad o proporcion de individuos
infectados en un momento determinado.

Para cuantificar qué tan transmisible es una
enfermedad se debe recurrir al concepto de nimero de
reproduccion, definido cémo el nimero promedio de
transmisiones por persona infecciosa. Cobra particular
importancia para el modelado, el ndmero béasico de
reproduccion (R_0) es ndmero promedio de contagios
producidos por la introduccién de un individuo infeccioso en
una poblacion totalmente susceptible.

Existen varias maneras de estimar el nimero basico
de reproduccién de una epidemia, ver por ejemplo [9].
SiR_0>1, la enfermedad en una poblacion totalmente
susceptible, el nimero de casos crecera en ella y la epidemia
persistird; si R_0<1, los casos decreceran rapidamente y no se
desatara una epidemia.

Debido a que una persona al contraer el virus del
Covid no desarrolla inmunidad alguna, permaneciendo
infecciosa por un tiempo estimado, se puede dividir a la

poblacidon en dos grupos: Susceptibles e Infecciosos; el
modelo conocido como Sl (Susceptibles-Infecciosos). Para el
caso de enfermedades como el COVID-19 o la influenza, un
modelo SIR seria adecuado para describir la dindmica de los
contagios, donde los individuos Susceptibles (S), se vuelven
Infecciosos (I) al contagiarse y finalmente se consideran
Recuperados (R), ver Figura 2.

SIR

Recuperados

Susceptibles }—}‘ Infecciosos ]—)

Fig. 2. Modelo SIR

Los casos producidos por enfermedades como el
COVID-19 bajo las predicciones basadas en un modelo SIR
pueden ser deficientes en precision debido a que no
consideran el periodo latente del proceso de infeccion, para
ello el modelado de la enfermedad mediante un modelo SEIR
pudiera dar resultados mas precisos al considerar un
compartimento adicional que represente a los Pre-Infecciosos
0 Expuestos (E). Se pueden realizar estos modelos méas
secanos a la realidad.

Otros términos de los modelos SIRD o SEIRD, se
toman en consideracién los fallecidos (D — deceased). Cémo
aplicacion un modelo SEIR, se describe un modelo simple que
se usard como base para modelar los contagios causados por
el virus SARS-CoV-2 en la CDMX. El cambio en la cantidad
de individuos de un compartimento dado se expresara como
la derivada del nimero de individuos [es decir S] con respecto

ds(t)

al tiempo' t, =1

, 10500 ¢ \ i)
SElR Susceptibles | Pre-Infeccosos Infecciosos
St | il i)

Recuperados
Rl

\

Fig. 3. Modelo SEIR

La Figura 3 se puede observar que del grupo de
susceptibles [S(t)] solamente representa la salida de cierta
proporcion de los individuos de dicho grupo quienes a la vez
ingresan al grupo de infecciosos [I(t)]; asi la tasa de cambio
en el nimero de susceptibles en el tiempo t, estd dada por la
cantidad negativa de proporcién de personas susceptibles que
se infectan por unidad de tiempo. Esta Gltima cantidad se
calcula como el producto del nimero de personas susceptibles
en el tiempo t [S(t)], por el riesgo de que una persona se
infecte en el mismo tiempo, conocido coémo riesgo o fuerza de
infeccion [A(z)], esto es:
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ds(t)
A IONG) (1)

Esta infeccion varia con respecto al tiempo, depende
del ndmero de individuos infecciosos como de la frecuencia
de contactos que estos tienen con el resto de la poblacién. Para
calcular esta cantidad, se supone que todos los individuos
dentro de la poblacién se comportan como particulas o
sustancias que interactian de forma homogéneas decir la
probabilidad de que dos particulas/individuos cualesquiera
interactlen/hagan contacto entre ellos es la misma,
independientemente de las caracteristicas particulares de cada
individuo; esta simplificacion es analoga a ley de accién de
masas (cuando los contactos entre los individuos dependen de
factores como la edad, el género, etc., se habla de una ‘mezcla’
heterogénea y el modelo tiende a ser mas preciso pero mas
complejo [20]). Con esta suposicion, la fuerza de infeccion
[A(2)] seria proporcional al nimero de infecciosos en el tiempo
t:

A(t) = BI(2) @)

Donde f es la constante de proporcionalidad definida
cémo la tasa per capita en la que dos individuos cualesquiera
tienen un contacto efectivo (aquel contacto que de ocurrir
entre un individuo infeccioso y uno susceptible implicaria el
contagio de este ultimo) por unidad de tiempo. Una formula
para calcular dicha constante se deriva en [9], se muestra
ecuacion, (3), ésta se usaré en el modelo por definir:

Ry

p=" ®3)

Donde Ro es el nimero de reproduccion bésico
anteriormente definido, N es el tamafio de la poblaciény D es
el periodo infeccioso de la enfermedad. Sustituyendo las
ecuaciones (2), (3) en (1), se tiene que la tasa de cambio
instantanea por unidad de tiempo del nimero de personas
susceptibles, y por ende la primera ecuacion del modelo esta
dada por:

L0 = _pI(©)S(t) = =2 1(1)S (L) @

Para describir la variacion del compartimento de pre-
infecciosos E(t) con respecto al tiempo, se debe observar que
en la Figura 3, los individuos susceptibles a ser infectados por
unidad de tiempo entran a este compartimento, mientras otros
pasan del periodo latente al infeccioso salen de él; por lo tanto,
la derivada de E(t) con respecto a t, esta dada por la diferencia
de etas dos cantidades. La primera cantidad, por [1(®)S(®)];
para el caso de los individuos en estado de latencia que se
tornan infecciosos por unidad de tiempo, se tiene que esta
cantidad es igual al producto de los pre-infecciosos en el
tiempo t[E(t)] y la tasa a por la cual los individuos pre-
infecciosos se tornan infecciosos, es decir aE(t). Se supondra

que a es constante, y simplemente se tomara el inverso del
periodo latente, esto es:

1

a= (5)

- Tiempo promedio de perdédo pre—infeccioso

La suposicion de que o es constante se basa en el
supuesto de que el periodo latente sigue la distribucién
exponencial, lo cual no es necesariamente cierto, pero dicha
simplificacion resulta Util para el estudio de varias infecciones
que confieren cierto grado de inmunidad [5]. Esta idea se
utilizara para calcular la tasa r de recuperacion de los
individuos infecciosos. Se tiene que la tasa de cambio
instantanea por unidad de tiempo del nimero de personas pre-
infecciosas dada por la ecuacion 6.

LO - A0sW©) - ak(®) 6)

de la Figura 3, se ve que la derivada es igual a la diferencia
entre la proporcion de individuos que estando en fase pre-
infecciosa entran en estado infeccioso por unidad de tiempo
(es decir aE(2)) , la cantidad de individuos infecciosos que se
recuperan de la enfermedad. Para calcular esta Ultima
cantidad, se multiplica la tasa r a la cual las personas
infecciosas se recuperan por la cantidad de personas
infecciosas en el tiempo t[I(t)], es decir, ri(t). dada por la
ecuacion 3:

1

r= U]

Tiempo promedio de periodo infeccioso

la derivada del grupo de infecciosos con respecto al tiempo,
y asi la tercera ecuacion 8. del modelo:

LO = aB @) - rI(t) ®)

Realizando un razonamiento anélogo, es facil ver que
la derivada de los individuos recuperados (R) con respecto al
tiempo, dada por la ecuacion 9:

Sl=rI ©

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden por las ecuaciones 4,6,8 y 9, constituye el
modelo SEIR, los valores de los pardametros se calculan con
las ecuaciones 3 y 7 Para encontrar una solucion del sistema
se deben de tener valores iniciales particulares en el tiempo,
para predecir los valores futuros del modelo S E | R. se
requieren estimar los valores de dichos grupos en el instante
elegido como referencia.



Ayax-Saul, Martinez-Magafia et al. / Publicacién Semestral RICT Vol. 1 No. 2 (2023) 21-31 25

Conocer estos valores iniciales no es sencillo a pesar
de existir datos sobre los casos confirmados, estos deben ser
distribuidos en los grupos E, I, R a partir de ciertas
suposiciones de los periodos: pre-infeccioso e infeccioso; el
modelo pudiera ser muy sensible a pequefias variaciones en
los valores iniciales de estos grupos. Se dard una
argumentacién heuristica para estimar dichos valores.
Adicionalmente, la estimacion de los parametros del sistema
también presenta ciertas dificultades, pues los valores de los
distintos periodos de la infeccion tienden a estar dados en
rangos o discrepan un poco entre la literatura disponible [21,
22, 23]. Por estas razones, no se pretende que el modelo tenga
un gran grado de exactitud.

En este caso se utilizaran los métodos numéricos para
resolver el sistema de ecuaciones, entre los cuales estan Euler,
Euler Mejorado y Runge-Kutta de cuarto orden, se escribiran
en su forma vectorial:

x'1 fl(trxlr'--:xn)
=\ : (10)

Xn fn(t'xll""xn)

la condicién inicial:

X(to) = ' =X =| : 11)

Forma Recursiva del Método de Euler.

Yne1 = Yn + R f(xn, ), h >0 (12)

El error global de truncamiento es aproximadamente

Forma recursiva del Método Euler Mejorado:
Yn+1 =Y t+ hf(xnr Vn) (13)
a1 = Yo + 5 (FOnIn) + fQnsr Visr) ) (14)

un error global de truncamiento aproximado a h?[24]. El
error de truncamiento global para el método de Runge-Kutta
de cuarto orden es aproximado a h®.

Estos se trabajaran en forma vectorial debido a que
es un sistema de ecuaciones.

Runge-Kutta de cuarto orden en forma vectorial:

Eml = f(tm' J_C)m) (15)
Ed - h N h -
km2 = f(tm + E!xm + Ekml) (16)
km3 = f(tm + E:xm + Ekmz) (17)
Emzl = f)(tm + h: J_C>m + EmS) (18)

Risr = Xpyr + %(k > ml+2k > m2+2k”_m3+k> m4 )
(19)

Se realiza algo similar para los otros dos métodos.

Para el modelado de los contagios y defunciones del
virus en la CDMX, se usard un modelo similar al modelo
SEIR descrito anteriormente, con la salvedad de que ahora se
consideraran el nimero de defunciones a traves del tiempo;
por lo cual se agregara un compartimento para los fallecidos
(D), generéndose de esta manera un modelo del tipo SEIRD,
que se muestra en la Figura 5.

En dicho diagrama, se puede observar que cierto
porcentaje de infecciosos que deberian recuperarse (m),
fallecen, mientras que, el porcentaje restante (1-m) se logra
recuperar; es por ello, que las ecuaciones del modelo SEIR
sufren ese pequefio cambio de la ecuacion (4) a las dos
ecuaciones mostradas en el diagrama del modelo SEIRD.

) | Recuperados
Rt}
J
Fallecidos
il (1) D“]

Para calcular los valores se debe considerar:

. aE(t
Pre-Infecciosos

Ed) J

a - .‘I}‘;'.r,
SEIRD .JSC:EJ:]I?J\?.

Infecciosos
Ift) |

Fig. 5. Modelo SEIRD

Se estima que el Ry promedio para la CDMX es de
aproximadamente Ro=1.1 de acuerdo al INEGI, en el afio 2020
existian alrededor de 9.2 millones de habitantes, por
simplicidad, este nimero se redondeara a 9 millones, N = 9.0
millones. El tiempo promedio del periodo infeccioso es de 9
dias, D = 9. Sustituyendo estos valores en la ecuacién (4), se
tiene la primera ecuacion (18)
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as() _ 11
dt ~ 81+106

HGNG) (19)

El periodo de pre-infeccioso; éste se estima de 5.5
dias seglin [21]. Asi que a = 1/ 5.5. De lo anterior, se tiene
que la segunda ecuacion del modelo es:

dE(t) _ 11 1
dt ~ 81#10° s.sE(t) (20)

el valor de r, a partir del cual se puede encontrar el
sustraendo, esta dado por el reciproco del tiempo de infeccion;
se sabe que el periodo de infeccion es de aproximadamente 9
dias, segun [23], asi que r=1/9. Por ende, la tercera ecuacion
del modelo SEIRD.

a4 - —E(t) —31(t) (21)

dt

Antes de deducir las 2 Gltimas ecuaciones del modelo
SEIRD, se notar que éstas dependen del valor de m, el
porcentaje de infectados que fallecen.

Para estimarlo, se debe considerar el tiempo
especifico to (dia) que definira las condiciones iniciales del
sistema de EDOs para asi poder calcular la proporcion de
fallecidos entre el inicio de la pandemia y to.

Se sabe que existen grandes limitaciones en los
modelos Kermack-McKendrick (los compartimentados)
cuando describen la dindmica de la infeccion en los inicios de
un brote epidemiol6gico o pandemia ya que estos suponen que
el tamafio de los compartimentos debe ser lo suficientemente
grande para que exista un mezclado homogéneo [20].

Por ello, se tomard como tiempo inicial to un instante
en el tiempo durante la pandemia donde el nimero de casos
confirmados supere los miles de casos. Por practicidad, se
tomard el 1 de mayo de 2020 como dicho instante; para
entonces existian ya 10 mil casos confirmados y 1300
defunciones [4]. De lo anterior, se tiene que m = 1300/10000
=0.13; por lo tanto, finalmente la cuarta y quinta ecuaciones
del presente modelo quedan como:

HO (1 i) = 210 @2)

dt

DO = mi(t) =21(t) (23)

se dard un argumento heuristico (criterio usado) para
distribuir el total de casos confirmados en el tiempo t; (1 de
Mayo) a partir del cual se haran las predicciones. El dia en que
se registrd un nuevo caso, coincide con el dia en que la
persona infectada empez6 a desarrollar sintomas. Por lo tanto,
en promedio, las personas con COVID-19 fueron expuestas al
virus 5 dias antes de confirmarse su infeccién, y 2 dias antes
de dicha confirmacidn era ya infecciosas [23].

Debido a que el periodo infeccioso dura 9 dias, por
lo tanto, los casos confirmados al menos 7 dias antes del 1 de
mayo se pueden considerar dentro de las categorias R o D.
Para calcular el nimero de recuperados simplemente se resta
D de R hasta ese entonces. Los datos muestran que hasta el 24
de abril habia aproximadamente ya 6500 casos confirmados y
600 fallecimientos [4]. Hay que recordar que como se
menciona arriba, que el nimero de muertos es igual a 1300 al
1 de mayo; por lo que las condiciones iniciales para los
susceptibles, recuperados y fallecidos quedarian como:

S(t,) = S, = 9000000 (24)
R(ty) = Ry = 5900 (25)
D(t,) = Dy = 1300 (26)

Los casos confirmados entre el 24 de abril y el 1 de
mayo se pueden considerar como infecciosos para este Ultimo
dia. Para calcular el nimero de personas pre-infecciosas,
debido que al periodo latente se estima de 5.5 dias, estas
personas aparecen como casos confirmados hasta 5.5 dias del
1 de mayo. Los datos indican que, del 24 de abril al 1 de mayo,
hubo aproximadamente 3,500 nuevos casos. Asimismo, del 1
de mayo a un periodo de 5.5 dias después, se estima que
existieron 3300 nuevos casos. Por lo tanto, las condiciones
iniciales para el namero de infecciosos y pre-infecciosos del
sistema de ecuaciones quedaria como:

E(ty) = E, = 3300 27)
1(ty) = I, = 3500 (28)

Las consideraciones anteriores que se usaron para
llevar a cabo las derivaciones de las condiciones iniciales se
muestran graficamente (Figura 6) a continuacion:

Recuperados o
Fallecidos \ Infecciosos

24 abril 1 mayo 7 mayo

Pre-Infecciosos

Fig. 6. Distribucion de casos en compartimentos
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En la Figura 7, se muestran las predicciones del
modelo relativas al nimero de susceptibles [S(t)] del 1 de
Mayo al 1 de Noviembre de 2020, usando los datos obtenidos
mediante el método de Runge-Kutta.

SUSCEPTIBLES

9,000,000
RI92.876

B.982.953
BAT3H06
B962.512
8951 542

B936.850

- 8923330
D asoszs
89823
B846.891

8,850,920

R825.891 L M B S s S e R e s

Fig. 7. Predicciones relativas al nimero de susceptibles

El nimero de susceptibles va decreciendo con el
tiempo, como era de esperarse, pues por (1), S’(t) es siempre
negativa y por ende el nUmero de susceptibles va
disminuyendo con el tiempo se muestran abajo en la Figura 8.

i NFECCIOS0S

iy

181

L

Facha
Fig. 8. Numero de personas pre-infecciosas e infecciosas

Finalmente, el nimero de personas recuperadas y
fallecidas se muestran abajo en la Figura 9. Las dos gréaficas
son crecientes y tienen formas similares; esto no es de
sorprenderse pues las ecuaciones (4) y (5) son ambas positivas
y difieren la una de la otra por una constante multiplicativa k.

RECUPERADOS . FALLECIDOS

e

D(t)

Fig. 9. Nimero de personas recuperadas y fallecidas

3. Resultados

A partir de las Tablas 1 y 2, se observa que los
valores calculados por cada algoritmo con h = 0.01, son
idénticos para los tres métodos para casi todos periodos y
compartimentos; solo en algunos compartimentos, las
aproximaciones dadas por el algoritmo de Euler difieren de
las de los otros métodos, aunque por apenas unas cuantas
unidades que, comparadas con las soluciones mismas, son
despreciables.

Por ejemplo, la discrepancia méas grande de la Tabla
1 ocurre el 1 de noviembre para los susceptibles con un
nimero estimado de personas igual a 8,825,876 dado por
Runge-Kutta y Heun, mientras que el estimado por Euler es
igual 8,825,884; siendo pues la diferencia entre ambos
métodos igual 8, que comparada con las soluciones equivale
a menos de las diez millonésimas (<10-7) fraccién de las
mismas. Para el caso de h = 0.0001, la Tabla 2, muestra que
los valores son idénticos dentro del periodo considerado para
todos los compartimentos y métodos ejecutados.

De lo anterior, se infiere lo siguiente. Primero, no hay
necesidad de escoger un valor de h tan pequefio para
aproximar las soluciones, pues en este caso, las h diferian
entre ellas por un factor de 100 y aun asi se obtuvieron
resultados idénticos para los métodos de Runge-Kutta y Heun,
y casi idénticos para el de Euler. Esto es importante, pues el
numero de iteraciones (y por ende el tiempo de ejecucion)
crece con el nimero de divisiones que se hagan del intervalo
donde se quieren encontrar las soluciones, que a su vez
depende del valor de h (como se mostrara en breve).

Segundo, para un h en particular, los resultados
encontrados por el método de Runge-Kutta en comparacién
con los arrojados por los de Heun y Euler; o son idénticos o
no presentan gran variacion; por lo tanto, en este caso no
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parece justificarse el uso del primer método pues toma mas
tiempo en ejecutarse (Tabla 3). A la vez, el método de Heun
comparado con el de Euler, da resultados muy similares o
idénticos; por lo que parece que el método de Euler es el claro
ganador para obtener las soluciones del modelo por ser el més
eficiente (Tabla 3) y dar resultados lo suficientemente
precisos (aunque si se insiste en tener una gran precisién, se
puede recurrir al uso del algoritmo de Heun sin que haya
grandes penalizaciones de tiempo de ejecucién).

Los tiempos de ejecucién de los algoritmos
mostrados en la Tabla 3 estan en concordancia con los analisis
preliminares que se hicieron en el desarrollo de este proyecto.
Mas especificamente, para un h particular el tiempo de
ejecucion del método de Heun fue casi el doble del de Euler
(parah=0.01, tHEUN =192 ms = 2 * tEULER =2 * 94.2 ms
= 188.4 ms), y el de Runge-Kutta fue aproximadamente el
doble del de Heun (para h =0.0001, tRUNGE-KUTTA =42.5
s=2 *tHEUN =2 * 18.8 s = 37.6 s). Esta duplicacién en los
tiempos se debe, a como anteriormente se menciono, a que, a
la vez, se duplica la cantidad de llamadas a la funcion que
representa al sistema de ecuaciones (con distintos
argumentos) de un método a otro.

Ahora, para un método dado, su tiempo de ejecucion,
se incrementa en un factor de aproximadamente 100 al pasar
de h=0.01ah=0.0001 (para Runge-Kutta, con t(h = 0.0001)
= 42.5 s = 100*t(h = 0.01) = 100 * 419 ms = 41.9 s).
Nuevamente, la razén de esto ya se dio; la complejidad en el
tiempo de los algoritmos crece linealmente con

n=(t-t_0)/h

de donde se puede ver que si h decrece en un factor de 10-
n, el valor de n, y por tanto el nimero de iteraciones del
algoritmo, crece por un factor de 10n. Para el caso de los
tiempos de ejecucion de los métodos, la teoria y la practica
parecen encajar bastante bien.

En la Figura 11, se muestra la comparativa grafica
entre el nimero de contagios que el modelo predijo y el
nimero de contagios que ocurrié en realidad durante el
periodo de estudio.

Se puede notar que la grafica del modelo acerca bastante bien
a la gréafica de los casos reales, en especial en el Gltimo mes
del periodo. Se debe tener presente que este tipo de modelos
tratan de hacer predicciones que se acerquen a la realidad,
pero en promedio, no pretende reflejar el comportamiento
exacto de los patrones de cambio de la realidad. En la Tabla
4, se muestran los valores uno a uno de forma quincenal; en
ésta se observa que el error de aproximacién crece
inicialmente durante las primeras tres quincenas, pero tiende
a disminuir a partir de ahi hasta alcanzar un minimo de error
de 1.7%. Con las soluciones del modelo, se pueden encontrar
cantidades que reflejan a grosso modo la cantidad real de
contagios que ocurrieron durante el periodo.

CONTAGIOS

188,124

CASOS MODELD
—— (CASDS REALES

Namero de co

Fig. 11. NUmero de contagios

TABLA III.
NUMERO DE CONTAGIOS A TRAVES DEL TIEMPO

Error de
Periodo Modelo Reales | Aproximaci
6m (%0)
1 mayo 14,000 14,008 0.06
15 mayo 21,130 23975 13.47
1 jumio 31,053 38,298 23.33
15 jumio | 40,101 49,785 24.15
1 julio 51,496 62,506 21.38
15 julio 62,466 73,528 17.71
1 agosto 77,150 89,259 15.70
15
agosto 90.451 100.660 11.29
1
septiem
bre 108,188 116,914 8.07
15
septiem
bre 124,189 130,997 5.48
1
octubre | 144,122 146.424 1.60
15
octubre 163,085 160,320 L.70
1
noviemb
re 188,124 183,425 2.50

Tabla 4. NUmero de contagios a través del tiempo

Finalmente, en la Figura 12 y en la Tabla 5, se
observan las diferencias existentes entre las soluciones del
modelo y lo que en realidad sucedié para el caso de las
defunciones.

A diferencia del caso de los contagios,
desafortunadamente, las gréficas presentan comportamientos
que llaman la atencidn. Por ejemplo, para el 1 de noviembre,
el modelo predice 22080 defunciones, pero en realidad solo
hubo 14588 para ese entonces.

Esto se explica debido a que se utilizé una tasa de
mortalidad m =.13, la cual se calculé con los datos
obtenidos al 1 de Mayo; sin embargo, si utilizamos los datos
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durante el periodo del inicio de la pandemia al 1 de
Noviembre, este nimero se estima en 8.1% [3], i.e.,, m =
.081, lo cual significa una reduccidn de aproximadamente 2
terceras partes del valor que se uso; y, ya con esto, por
ejemplo, (2/3)(22080) = 14720 ~ 14588, los valores finales
reales y del modelo estarian mas cercanos el uno del otro. Las
diferencias en el nimero de fallecidos en el tiempo entre el
inicio y el fin del periodo se pueden explicar debido a la
simplificacion del modelo; mas particularmente, éste suponia
que solamente las personas infecciosas fallecian y lo hacian al
mismo ritmo (r). Un modelo més realista (y complejo)
encontraria tasas de mortalidad (en general distintas) tanto
para el compartimento de infecciosos como el de pre-
infecciosos. En este modelo no se consideraron tales tasas por
la dificultad de estimarlas.

FALLECIDOS

22,080

—— CASOS MODELD
CASOS REALES

Fecha
Fig. 12. Nimero de fallecidos

TABLA III.
COMPARACION ENTRE EL MODELO Y LO REAL

Error de
Periodo Modelo Reales Aproximacion
(%)
1 mayo 1,300 1,302 0.15
15 mayo 2,143 3,012 40.56
1 junio 3317 5.374 62.00
15 junio 4,389 7,035 60.28
1 julio 5,741 8.361 45.65
15 julio 7.043 9.296 31.98
1 agosto 8,789 10,192 15.96
15 agosto 10,374 10,883 4.91
1
septiembre 12,490 11,685 6.44
15
septiembre 14,403 12,378 14.06
1 octubre 16,790 13,096 22.00
15 octubre 19,067 13,749 27.89
1
noviembre 22,080 14,588 33.93

Tabla 5. Comparacién entre modelo y lo real

Se puede observar que entre mas sea el tamafio de la
franja sea muy pequefia ahora al de evaluarla en la funcién
esta tiende a cero por este motivo no se en cuente una solucién
cercana a la solucién analitica.

4, Conclusiones

En particular se desarrollé un modelo de los contagios y
fallecimientos en el contexto de la CDMX. Este modelo se
expres6é mediante un sistema de EDOs. Se reconocer que la
aplicabilidad del modelo es limitada; se realizaron
predicciones cualitativas de los contagios durante el periodo
de estudio. En las predicciones relativas de defunciones
fueron mucho menos precisas como para asegurar utilidad. El
modelo se puede usar como base para desarrollar unos mas
complicados con mayor exactitud, las predicciones del
modelo son muy sensibles a pequefios cambios en los
parametros de las ecuaciones, debido a que las estimaciones
de estos en la literatura no cuentan con un margen de error.

Se encuentran modelo incurra en ciertas
imprecisiones adicionales. Se podrian ajustar las ecuaciones
de estos modelos para encontrar valores mas precisos.

Se implementaron algoritmos numéricos que
aproximaron las soluciones del modelo propuesto. Se observa
la eficiencia y precision de cada uno de los tres métodos
implementados. Debido a que todos los algoritmos eran de la
misma complejidad O(n), la divisidn del intervalo en partes
mas pequefias incurria en grandes penalizaciones de tiempo
de ejecucion con pocas o nulas ganancias en los resultados. la
eleccion de un h lo suficientemente pequefio en el método de
Euler fue suficiente para garantizar resultados adecuados para
el estudio del comportamiento del modelo. Con esto se pone
de manifiesto que no siempre es necesario ni eficiente recurrir
a métodos de solucion demasiado complejos o sofisticados
para resolver tipos de ecuaciones derivadas de modelos
simples.
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